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Aیک ماتریس باشد و   )گاه مقدار عبارت، آن0 A ) A−
2  را بیابید.1
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 الات فصل دوم ؤس 

 اند برابر ............ است. در صفحه مماس dکه بر خط   rهایی با شعاع ثابت مکان هندسی مرکز همه دایره (الف 5

 نادرست(  –)درست  شود.باشد، بیضی تبدیل به یک دایره می 1در حالتی که خروج از مرکز بیضی برابر  (ب

5/0 

)Oای را بنویسید که مرکز آن معادلۀ دایره 6 , )−2 xو بر خط به معادلۀ 1 y+ − =4 3 5  1 مماس باشد.0

 تعیین کنید.وضعیت دو دایره زیر را نسبت به هم  7

x y x y+ − + + =2 2 8 4 11 xو   0 y x y+ − − + =2 2 8 2 16 0 

75/1 

بیابید که از  ند. نقطهدر صفحه مفروض  Dو    A  ،B،  Cنقاط   8 نیز به یک فاصله    Dو    Cبه یک فاصله و از    Bو    Aای در این صفحه 

 باشد. )بحث کنید(

1 

Fو  Fهای  روی بیضی و کانون  Mدر شکل زیر، نقطه   9  اند. خط  مشخص شدهd  ای رسم کنید که در نقطه  را به گونهM    بر بیضی

Fمماس باشد و سپس از نقطه   خطی موازی باMF   رسم کنید تا خطd ای مانند را در نقطهN  :قطع کند. ثابت کنیدNF MF =. 

 

 

 

1 

 چند درجه است؟ FBFˆبرابر طول قطر کوچک است. اندازه زاویه  2در بیضی مقابل، طول قطر بزرگ   10

 

 

1 

)F معادلۀ یک سهمی را بنویسید که کانون آن نقطۀ 11 , )2 xبوده و خط هادی آن به معادلۀ 1 =  1 باشد.4

xسهمی به معادله  و معادله خط هادی  مختصات کانون  12 x y− + =22 4 3  75/0 را بیابید.4

  ادامۀ سؤالات در صفحۀ بعد  
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  وم س فصل    الات ؤس  

xشکل کلی )نمودار( مربوط به رابطه 13 y 2  5/0 را رسم کنید.2

,kاگر  (الف 14 j, i باشند، حاصل 3بردارهای یکه در فضایk.( i j) ........... برابر است با.......  . 

a.bداشته باشیم bوaاگر برای دو بردار غیرصفر  (ب a b= ،در این صورت ،
 =

2
است(. bوaزاویه بین دو برداراست. )

 نادرست( –)درست 

)Aنقطه پ(  m ,m ,m )+ + −2 1 2  کدام است؟  xozقرار دارد. تصویر این نقطه بر صفحۀ xoyروی صفحۀ  1

1)( , , )0 3 0 2)( , , )0 0 3 3)( , , )3 0 0 4)( , , )3 3 0 

aاست. زاویه بین بردارهای120برابرbوaزاویه بین دو بردار یکۀت(  b−وa b+2  کدام است؟  4

1)30  2)60  3)90  4)120 

1 

a.bبر هم عمودند اگر و تنها اگر bوaثابت کنید دو بردار غیرصفر  15 = 0. 1 

aاگر  16 ( , , )= −2 1 bو 1 ( , , )= −1 2 cو 0 i j= aباشند، تصویر قائم بردار − b+ بر امتداد بردارc b−2  .5/1 را بیابید 

aاگر 17 ( , , )= −2 0 bو1 i j k= − +2 aبردارهای باشند، مساحت مثلثی که توسط  3 j−وb1 شود را حساب کنید. تولید می 

aاگر 18 = bو10 = a.bو2 = aباشند و زاویه بین دو بردار حاده باشد، مقدار  12 b.1 را محاسبه کنید 

aسه بردار  19 ( , , )= 2 3 bو   1 ( , , )= −1 1 cو  0 ( , , )= −2 1 شود  تولید می cو bو  aالسطوحی که توسط سه بردار حجم متوازی  . ند مفروض   2

 را به دست آورید. 
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 20 موفق باشید.  
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وارد کنید. برگه خط و مرتب در اینخوشدقیق، صورت های خود را بهپاسخ
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 مصحح شو:   

ای و دقیق تبدیل  رو به یه مصحح حرفه  شماخواد  می  ،جا میاد و اسمش روشه: »مصحح شو«ال اینؤپاسخ دقیق س

  ه . اگنتر عمل کنیهای بعدی دقیقآزمون  یبه چی باشه تا تو  ونباید حواست  وناتهموقع ارزیابی جواب  نکنه که بدونی

 گفتیم.   ونجا بهتاین ،مه های مختلف بیان کرد، اون ال رو بشه به شکلسؤجواب یه 

 

 تر:  بررسی دقیق

ترِ جواب،  این بخش با بررسی دقیق  ی، تونچطوری باید به جواب برسی  نال کافی نباشه تا ببینیؤپاسخ کوتاه یه س  هاگ

 ال رو براتون توضیح دادیم.  ؤس

 

 نقشۀ نهایی:  
امتحان نهایی   هایال ؤهای رایج ستیپ   نباید بدونی   شماو داره؛  ر   امتحان نهایی قوانین و قواعد خاص خودش

امتحان    هایتا فوت و فن   شماای ماست به  . این کادر، مشاورۀ حرفه نچیه و باید چطوری بهش جواب بدی 
 . ن نهایی رو یاد بگیری

 

 شو:  ۲۰ 
هاش دقیقاً فاصلۀ  نامهشو« و درس   ۲۰بندی کردیم؛ »مرور یا جمع   ونال رو براتؤشو«، مبحث هر س  ۲۰»   یتو

 کنه.  پر می  ونرو برات ۲۰بین نمرۀ خوب و نمرۀ 
 

 نکتۀ طلایی:
 آوردیم.  وناین کادر برات ینکتۀ مهم و مفیدی بود، تو هاگ هم نامۀ مفصل داره، بازشو«، که کلی درس  ۲۰با وجود »
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 ح شو! ح مص  1

( / ) ( / )

BA ( / )

,

AB ( / )

− 
=  

− +   − 
  =  =

 − − 
=  

− − 
0 25 0 25

5 1
0 5

3
6 1

1 2
0 5
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   :تساوی بین دو ماتریس 

ijمرتبه دو ماتریس هم m n
A a


 =     وij m n

B b


 =   نظیر با هم برابر باشند. ها نظیربههای آنبا هم برابرند اگر و تنها اگر درایه 

اگر دو ماتریس   مثال:
x

A
z

− 
=  

+ 

1 8

3 1
و   

y x
B

+ − 
=  
 

1 2

3 4
x)مساوی باشند مقدار    y z)+  را بیابید.  +

x

x x

y x y x y

z z

x y z

=

− = → =



+ = − → = − ⎯⎯⎯→ = − =


+ = → =

→ + + = + + =

10

2 8 10

1 1 2 10 2 8

1 4 3

10 8 3 21

 

 ها:ماتریسجمع و تفریق   
 نظیر با هم جمع یا از هم کم کنیم.  بههای دو ماتریس را نظیر مرتبه کافی است که درایهبرای جمع یا تفاضل دو ماتریس هم

 کنیم.ضرب می Aهای ماتریس  ، آن عدد را در تمام درایهAبرای ضرب یک عدد حقیقی در ماتریس   ضرب یک عدد حقیقی در یک ماتریس: 

 : قرینه یک ماتریس 
)آید که آن را با  به دست می A( در ماتریس  -۱از ضرب عدد ) Aیک ماتریس دلخواه باشد، قرینه ماتریس   Aاگر   A)− دهیم.  نشان می 

 اعدادی حقیقی باشند، داریم: sو   rمرتبه و  های همماتریس Cو   A  ،Bها و ضرب عدد در ماتریس: اگر  برخی از خواص جمع ماتریس  نکته:

A B B A

A (B C) (A B) C

A O O A A

A ( A) ( A) A O

r(A B) rA rB

(r s)A rA sA

rA rB , r A B

A B rA rB

• + = +

• + + = + +

• + = + =

• + − = − + =

•  = 

•  = 

• =  → =

• = → =

0

 

اگر   مثال:
m

A
n

+ 
=  

+ 

2 1

2 4 5
A، ماتریس  nو   mیک ماتریس قطری باشد با محاسبه    I+  ( .را بیابیدI ماتریس همانی مرتبه دو است.  ) 

m m
A

n n

A I

+ = → = −  
→ =  

+ = → = −  

     
+ = + =     

     

1 0 1 2 0

0 52 4 0 2

2 0 1 0 3 0

0 5 0 1 0 6
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Aدو ماتریس    مثال:

− 
 

=
 
 − 

1 1

0 2

2 3

Bو    
− 

=  
− − 

1 1 0

2 3 2
 شود؟ چرا؟  تعریف می Bو   Aرا در نظر بگیرید، آیا جمع دو ماتریس   

 مرتبه نیستند.  هم Bو   Aخیر ـ زیرا دو ماتریس  

 :هاضرب ماتریس 
 های ماتریس اول با تعداد سطرهای ماتریس دوم برابر باشد به عبارت دیگر:  پذیر هستند که تعداد ستون زمانی ضرب   Bو    Aدر حالت کلی دو ماتریس  

m p p n m nA B C
 

   =

oMHoM

 

  :اگر    ضرب ماتریس سطری در ماتریس ستونیA    ماتریس سطری وB    ماتریس ستونی باشد برای پیدا کردن حاصلA B  کافی است هر درایه ،
 ها را با هم جمع کنیم، ببینید: ضرب کرده و حاصل این ضرب Bرا در درایه نظیرش در ماتریس   Aماتریس  

 n n n

n

b

b
A B a a ... a a b a b ...a b

b

 
 
  = = + +
 
 
 

11

21
11 12 1 11 11 12 21 1 1

1

 

    :ماتریس  ضرب ماتریس در ماتریسm pA     وp nB   مفروضند. حاصل ،A B  ماتریسی مانند ،m nC 
است که هر درایه آن از ضرب یک    

 آید به عبارت دیگر:  به دست می  Bدر یک ستون ماتریس   Aسطر ماتریس  

 A i j

B

 
 

=
 
  

·¼Tw

uÄoUI¶ ³H o‰w ³H

uÄoUI¶

 Cاُم ماتریس   jاُم و ستون  iدرایه سطر 

 را از معادله زیر به دست آورید.  yو   xمقادیر  مثال:  

   x y
 

 = − 
− 

2 4
2 4 2

0 1
 

   x x x
 

 = − 
− 

2 4
2 2 4 2

0 1
 

ماتریس   x x −2 4 باید با ماتریس   2 y−4  برابر باشد:   2

x

x x

x y y y
=

= → =


− = − ⎯⎯⎯→ = − → =
2

2 4 2

4 2 2 6 2 8
 

اگر  مثال: 
a

A
b

 
=  

− 

4

1
Bو   

− 
=  
 

1 2

3 2
Aضرب  را طوری به دست آورید که حاصل bو   aباشد مقادیر    B  .ماتریسی قطری باشد 

a a a
A B

b b b

− + − +     
 = =     

− − − −     

4 1 2 4 3 8 2

1 3 2 3 2 2
 

 اینکه ماتریس حاصل، ماتریسی قطری باشد، باید:حال برای 
a a

b b

− + = → =


− = → =

8 2 0 4

3 0 3
 

دو ماتریس  مثال:  

m

A

n

− 
 

=
 
 + 

2 2 0

0 3 0

1 0 3

Bو     m n

 
 

=
 
 − 

2 1 1

0

3 1 2

 را محاسبه کنید.   ABیک ماتریس قطری باشد حاصل   Aمفروضند. اگر   

 یک ماتریس قطری است، پس: Aدانیم که  می
m m

n n

− = → =


+ = → = −

2 0 2

1 0 1
 

 برابر است با:   ABحال حاصل  

AB

     
     

= − = −
     
     − −     

2 0 0 2 1 1 4 2 2

0 3 0 2 0 1 6 0 3

0 0 3 3 1 2 9 3 6
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 :هاخواص عمل ضرب ماتریس
 جایی ندارد.ها خاصیت جابهدر حالت کلی ضرب ماتریس (۱

AB BA 
 عضو خنثی برای عمل ضرب است به عبارت دیگر: Iگاه ماتریس  باشد آن nماتریس واحد )همانی( مرتبه   Iو   nماتریس مربعی مرتبه   Aاگر   (۲

AI IA A= = 
B)در   Aضرب ماتریس  (۳ C) پذیری یا پخش را دارد: ،  خاصیت توزیع 

A(B C) AB AC =  

 پذیری را دارد: ، خاصیت شرکت(BC)در  Aماتریس ضرب  (۴

A(BC) (AB)C= 

ABداشته باشیم،    Cو    A  ،Bهای متمایز  ها برقرار نیست به عبارت دیگر اگر برای ماتریس در حالت کلی قانون حذف در ضرب ماتریس (  ۵ AC=  ،
Bگاه لزوماً  آن  C=    .نیست 

معادله ماتریسی    مثال: x
   

=   
− −   

1 0 3
3 0

1 4 1
 را حل کنید.   

ضرب دو ماتریس  ابتدا حاصل x
 
 
− 

1 0
3

1 4
را محاسبه کرده و سپس آن را در ماتریس   

 
 
− 

3

1
 کنیم:  ضرب می 

   

   

x x

x x

 
= − 

− 

 
− = − 

− 

1 0
3 3 12

1 4

3
3 12 3 21

1

 

 دست آمده باید برابر صفر باشد، پس:دانیم که حاصل بهمی
x x x− = → = → =3 21 0 3 21 7 

 شود: های صحیح و نامنفی آن به صورت زیر تعریف مییک ماتریس مربعی باشد توان Aاگر   :توان در ماتریس

A I

A A

A A A

• =

• =

• = 

0

1

2

 

n n n

A A A A A

A A A A A A A

A A A A A ...− −

• =  = 

• =  =  = 

• =  =  =

3 2 2

4 3 3 2 2

1 1

 

 های توان در ماتریس: ویژگی 
 یک ماتریس مربعی باشد، داریم:  Aاگر  

m n n m (m n)

m n n m mn

A A A A A

(A ) (A ) A

+•  =  =

• = =

 

Aاگر  مثال: 

 
 

=
 
 − 

1 2 0

0 1 3

1 2 1

 را به دست آورید.   A2باشد ماتریس   

A A A

     
     

=  = = −
     
     − − −     

2
1 2 0 1 2 0 1 4 6

0 1 3 0 1 3 3 7 6

1 2 1 1 2 1 2 2 7
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Aاگر   مثال:
 

=  
− 

0 2

1 0
 را به دست آورید.   A7باشد ماتریس   

A I

A (A ) A ( I) A

−       
= = = − = −       

− − −       

−   
=  = −  = − =   

−   

2

7 2 3 3

0 2 0 2 2 0 1 0
2 2

1 0 1 0 0 2 0 1

0 2 0 16
2 8

1 0 8 0

 

Aهای  اگر ماتریسمثال:  

 
 

= −
 
  

1 0 2

0 1 1

2 1 0

و    

a b

B

a b

+ 
 

= −
 
 − + 

2 2

2 2 1

2 1 4

Aرا چنان بیابید که داشته باشیم:    bو    aباشند، مقادیر     B O− =2  

(O ماتریس صفر است.  ) 

A

a b

A B O A B

a b

     
     

= − − = −
     
     −     

+   
   

− = → = → − = −
   
   − − +   

2

2 2

1 0 2 1 0 2 5 2 2

0 1 1 0 1 1 2 2 1

2 1 0 2 1 0 2 1 5

5 2 2 2 2

2 2 1 2 2 1

2 1 5 2 1 4

 

a b a

a b b

+ = =  
→ → 

+ = =  

5 0

4 5 5
 

Aاگر   مثال:
 

=  
 

0 4

2 1
Aرا طوری بیابید که رابطه   nو   mباشد، مقادیر    mA nI= +2

 ماتریس همانی است.(   I2برقرار باشد. )  2

A

m n n m
mA nI m n

m m n m m n

     
= =     
     

         
+ = + = + =         

+         

2

2

0 4 0 4 8 4

2 1 2 1 2 9

0 4 1 0 0 4 0 4

2 1 0 1 2 0 2

 

Aدانیم که رابطه  می mA nI= +2
 باید برقرار باشد، یعنی:  2

nn m

m m n m

=    
= →    

+ =    

88 4 4

2 9 2 1
 

 

 ح شو! ح مص  2

( / ) ( / ) ( / ) ( / )

A , A I

− − − − −       
       

= − = + − =
       
       −       

0 25 0 25 0 25 0 25

1 0 1 2 0 2 3 0 0 1 0 2

2 4 1 2 3 4 8 2 0 3 0 4 5 2

3 6 9 6 12 18 0 0 3 6 12 15

 

 یکم یادآوری داشته باشیم...  
 گوییم. هر آرایش مستطیلی از اعداد حقیقی را که شامل تعدادی سطر و ستون باشد یک ماتریس می 
 گوییم.  هر عدد حقیقی واقع در هر ماتریس را درایه آن ماتریس می 
    در حالت کلی اگر ماتریسA    دارایm    سطر وn    ستون باشد آن را به صورتm nA   گوییم  دهیم و مینمایش میA    ماتریسی از مرتبهm n  

 است.
  کند به  کنیم که اندیس سمت چپ جای سطر و اندیس سمت راست جای ستون آن را مشخص میبرای هر درایه ماتریس دو اندیس تعریف می

 اُم.  jاُم و ستون   iیعنی درایه روی سطر   ijaعبارت دیگر  

    اگر ماتریسA    را به صورتij m n
A a


 =      نمایش دهیم در این صورت بهija  درایه عمومی ماتریس ،A  گوییم که در آن  میi m 1    و

j n 1 د. نکن تغییر می 

1 
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ijAاگر  مثال:   a


 =  3 4
3ماتریس     iباشد به طوری که برای    4 j=    داشته باشیمija = iو برای    7 j    داشته باشیمija i j= و برای    +

i j   داشته باشیمija i=  هایش مشخص کنید.  را با درایه A، در این صورت ماتریس 2

 کنیم:عبارت سؤال را به صورت مقابل خلاصه می

ij

i j i j

a i j

i i j

 + 


= =



2

7 

 های  درایهa11  ،a22   وa33  ها  که در آنi j=  د. باشنمی  ۷است برابر 

 های  درایهa12  ،a13  ،a14 ،a23  ،a24    وa34  ها  که در آنi j   است برابرi2 باشند.  می 

 های  درایهa21  ،a31   وa32  ها  که در آنi j   است برابرi j+ باشند. می 

A

 
 

=
 
  

7 1 1 1

3 7 4 4

4 5 7 9

 

به صورت    Aاگر ماتریس  مثال:  A i j


= − 3 33  باشد آن را به صورت آرایش مستطیلی بنویسید.  2

A

− − − − −   
   

= − − − =
   
   − − −   

3 2 3 4 3 6 1 1 3

6 2 6 4 6 6 4 2 0

9 2 9 4 9 6 7 5 3

 

ijAبه صورت   Aماتریس  مثال:   a


 =  3 3
ijکه    

i j i j

a j i j

i j

+ =


= 


0

 است. این ماتریس را به صورت آرایش مستطیلی بنویسید.   

A

 
 

=
 
  

2 0 0

1 4 0

1 2 6

 

 های  در درایهa11  ،a22   وa33  ،i j=   .است 

 های  در درایهa12  ،a13   وa23  ،i j .است 

 های  در درایهa21  ،a31   وa32  ،i j .است 

ijAاگر   مثال: a =  
3یک ماتریس    ijهای  با درایه 3

i j i j

a i j

i j i j

− 


= =

+ 

 را به دست آورید.    a12و   a33  ،a31های  باشد درایه 2

i j

i j

i j

a

a

a

=





 ⎯⎯⎯→



⎯⎯⎯→ + =

 ⎯⎯⎯→ − = −


33

31

12

2

3 1 4

1 2 1

 

ijAهای  اگر ماتریس تمرین:  a


 =  3 3
  ،ijB b


 =  3 3

 هایشان مشخص کنید:  ها را با درایههای زیر معرفی شده باشند، آنبه صورت 

ij ij

i i j i i j

a i j i j b i j i j

j i i j i j i j

 − = + =
  

= −  = +  
 
−  − +   

2 21 1

2
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 ح شو! ح مص  3

( / ) ( / ) ( / )

( / ) , ( / )

A

− −
− −       

= − = −       
− −       

− − − − −           
= = =           

− − − − − −           

1 1

0 5 0 25 0 25

4 3 1 3 5 2 1 21
0 25 0 25

2 1 2 4 3 1 3 52

1 3 3 0 1 2 6 6 1 2 12 211 1
2 4 1 2 3 5 10 8 3 5 17 302 2

 

   :وارون ماتریس 
 طوری که:است به B)در صورت وجود( ماتریسی مانند   A، وارون ماتریس Aبرای هر ماتریس مربعی مانند 

A B B A I =  = 

دهیم. حال اگر  نمایش می  A−1گوییم و آن را با  میAرا وارون ماتریسBدر این صورت ماتریس
a b

A
c d

 
=  
 

باشد در این صورت وارون ماتریس   

A  یعنی(A−1از رابطه زیر به دست می )  :آید 

d b
A

c aA

− − 
=   

− 

1 1
 

Aپذیر باشد( این است که وارون Aوجود داشته باشد )  A−1شرط لازم و کافی برای اینکه   توجه:  0  .باشد 

Aاگر  مثال: 
 

=  
 

4 1

0 3
Aباشد، وارون ماتریس    I− (  . ماتریس همانی مرتبه دو است Iرا بیابید. )  2

A I

A I

(A I)−

     
− = − =     

     

− =

− 
− =  

 

1

4 1 1 0 2 1
2 2

0 3 0 1 0 1

2 2

1 11
2

0 22

 

Aاگر   مثال:  
 

=  
 

4 3

2 5
Bو   

− − 
=  

− 

2 3

5 1
)باشد حاصل عبارت    A B )− −−1 12 را بیابید.   3

A A A

B ( ) B B

( A B )

− −

− −

− −

− −   
= − = → = → =   

− −   

− −   
= − − = → = → =   

− − − −   

     
− − −    

→ − = − =    
    − − −
        

1 1

1 1

1 1

5 3 5 31 1
20 6 14 2

2 4 2 414 7

1 3 1 31 3
2 15 17 3

5 2 5 217 17

5 3 3 9 106 114
7 7 17 17 119 1192 3
2 4 15 6 71 110
7 7 17 17 119 119






 

 وارونپذیر نباشد.
m

A
 

=  
 

4

1 2
m را طوری بیابید که ماتریس   مقدار   مثال: 

Aپذیر نباشد باید  وارون Aبرای اینکه ماتریس   باشد، یعنی:   0=

A m m m= − = → = → =2 4 0 2 4 2 

 پذیر باشد، داریم:ماتریسی مربعی و وارون Aاگر   ماتریس:های وارون  ویژگی

(A ) A

(kA) A
k

− −

− −

• =

• =

1 1

1 11
 

5/1 
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n n(A ) (A )

(AB) B A

− −

− − −

• =

• =

1 1

1 1 1

 

−Aماتریس  مثال:   − 
=  
 

1 2 1

2 3
را به دست آورید. Aمفروض است، ماتریس   

A A ( )− −− 
= → = − − = 
 

1 12 1
6 2 8

2 3
 

A)دانیم که  می ) A− − =1  را به دست بیاوریم:   A−1است پس باید وارون ماتریس   1

(A ) A− −

 
  

= → =   
−    −

  

1 1

3 1
3 11 8 8
2 2 1 18

4 4

 

 

   :حل دستگاه دو معادله و دو مجهولی با استفاده از ماتریس وارون

در حالت کلی هر دستگاه دو معادله و دو مجهولی به صورت  
ax by c

a x b y c

+ =

  + =

توان به شکل زیر نمایش داد که در آن  را می  
a b

A
a b

 
=    

را   

ماتریس ضرایب،  
x

X
y

 
=  
 

را ماتریس مجهولات و   
c

B
c

 
=   

 گوییم، ببینید:  را ماتریس مقادیر معلوم می 

X BA

ax by c a b x c
AX B

a b y ca x b y c

+ =      
→ = → =          + =      

 

AXحال برای حل معادله ماتریسی   B= به شرطی که( ،A  پذیر باشد  ماتریسی وارون( A )0  با ضرب ،)A−1    از سمت چپ در معادلهAX B= 
 توان مجهولات را به صورت زیر به دست آورد: می

A

I

AX B A (AX) A B (A A) X A B X A B
− − − − − −= ⎯⎯⎯⎯→ = → = → =
1 1 1 1 1 1

OaSµwpH

 

دستگاه  مثال:
x y

x y

− = −


+ =

3 5 1

2 8
را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید.  

A A A

B

x
X

y

x
X A B X

y

−

−

−   
= → = + = → =   

−   

− 
=  
 

 
=  
 

=− − +        
→ = → = = = →        

− + =        

1

1

3 5 1 51
3 10 13

2 1 2 313

1

8

31 5 1 1 40 31 1
2 3 8 2 24 213 13 2

 

مجهولی    نکته: دو  و  معادله  دو  دستگاه  یک 
ax by c

a x b y c

+ =

  + =

اگر   حال  هستند  خط  یک  معادله  یک  هر  است که  شده  تشکیل  معادله  دو  از   ،

a b
A

a b

 
=    

 ، ماتریس ضرایب این دستگاه باشد، داریم: 

 
 
 
 
 
 
 
 

a b

a b

 

. دو خط متقاطع هستند   A 0  دستگاه یک جواب یکتا دارد  

 
a b c

a b c
= 

  
.دو خط موازی هستند   A =0  دستگاه هیچ جوابی ندارد.  

 
a b c

a b c
= =

  
A دو خط بر هم منطبق هستند.   =0 شمار جواب دارد. دستگاه بی    

 



 

8 
 

را چنان بیابید که دستگاه  mمقدار    مثال:
mx y

x (m )y

+ = −


+ + =

3 3

4 4 2
جواب نداشته باشد. 

دانیم شرط اینکه دستگاه فوق جواب نداشته باشد این است که  می
a b c

a b c
= 

  
 باشد:  

m

m

mm
m(m )

m m

m
m

−
= 

+

= −
= → + − = → 

+ =

 − →  −
+

3 3
4 4 2

63
4 12 0

4 4 2

3 3
6

4 2

 

mبنابراین تنها   =  قابل قبول است. 2
 

 ح شو! ح مص  4

( / )

( / )

A

A A
A A A A A A A ( A )

A

A A ( / )

A ( A ) A ( ) ( / )



 
=  = −  − =  − = 
 

⎯⎯⎯→ − =  =

=  − = −  =  =

0 25

2 2

0 25

0

2

2
2 2 2 3 0 2 3 0

2

3
2 3 0 0 25

2

3 9 3 5 3 15
1 1 0 25

2 4 2 4 2 8

 

 دترمینان:   
باشد   nماتریسی مربعی از مرتبه   Aشود. حال اگر  توان یک عدد حقیقی را نسبت داد که دترمینان آن ماتریس نامیده میبه هر ماتریس مربعی می

( n ) 1 det(A)را با نماد   Aدر این صورت دترمینان ماتریس   3 A= دهیم و داریم:  نمایش می 

A [k] A k

a b
A A ad bc

c d

a b c
e f d f d e

A d e f A a b c
h i g i g h

g h i

• = → =

 
• = → = − 

 

 
 

• = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = − +
 
  

1 1

Ï»H o‰wKveoMˆvM

 

3برای محاسبه دترمینان ماتریس توجه:   توان انجام داد.  در روش فوق، بسط را برحسب هر سطر یا هر ستون دلخواه می 3
 های زیر را به دست آورید: دترمینان هر یک از ماتریسمثال:  

A [ ] A= − → = −3 3 

A A ( )

A A ( ) ( ) ( )

− 
= → = − − = − 
 

 
− − 

= − ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = − + = − − =
 
  

2 3
10 12 22

4 5

2 1 0
3 2 1 2 1 3

1 3 2 2 1 0 2 15 9 39
0 5 2 5 2 0

2 0 5

Ï»H o‰wKveoM

 

اگر   مثال:
A

A
 

=  
 

8

3 5
 را بیابید.   Aباشد در این صورت حاصل   

A A A A= − → = → =5 24 4 24 6 

1 
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اگر   مثال: A i j


= − 3 22 و   3
i j

B
i j



− 
= 

=
2 3

1

0
 را به دست آورید.   ABباشد دترمینان ماتریس   

 دهیم:را تشکیل می Bو   Aهای  ابتدا ماتریس

A , B

AB

− − 
− −  

= − =    − −   

− −   
− −    

= − = −    − −    − −   

1 4
0 1 1

1 2
1 0 1

3 0

1 4 4 1 5
0 1 1

1 2 2 1 1
1 0 1

3 0 0 3 3

 

 حال با بسط برحسب سطر اول داریم: 

AB ( ) ( ) ( ) ( )
− −

= − + = − − + − =
− − − −

1 1 2 1 2 1
4 1 5 4 6 1 6 5 6 0

3 3 0 3 0 3
 

Aاگر  مثال: 
 

=  
− 

2 4 1

1 3 2
Bو   

− 
 

=
 
  

1 1

0 1

2 3

 را به دست آورید.  BAباشد دترمینان ماتریس   

BA

− −   
    

= = −    −       

1 1 3 1 1
2 4 1

0 1 1 3 2
1 3 2

2 3 1 17 8

 

 با بسط برحسب سطر اول، داریم: 

BA ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
− −

= − + − = − − − − − =
3 2 1 2 1 3

3 1 1 3 10 1 10 1 20 0
17 8 1 8 1 17

 

دو ماتریس    مثال: 
m

A
n

− 
=  

+ 

2 2

1 1
Bو     m n

 
 

=
 
 − 

2 1 1

0

3 1 2

Aیک ماتریس قطری باشد حاصل    Aمفروضند. اگر     B+    .را به دست آورید 

 ، یک ماتریس قطری است، پس: Aدانیم که ماتریس  می

m m

n n

A A

− = → =


+ = → = −

 
= → = 
 

2 0 2

1 0 1

2 0
2

0 1

 

B B ( ) ( ) ( )

 
 

= − ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = − − + − = −
 
 − 

2 1 1

2 0 1 2 1 1 7 1 2 11

3 1 2

Ï»H o‰wKveoMˆvM 

Aدر نتیجه:   B+ = − = −2 11 9 

 های روی قطر اصلی، برابر است. ضرب درایهمثلثی با حاصلدترمینان هر ماتریس قطری، بالامثلثی و پایین  (1نکته:  

a a x y a

b b z x b abc

c c y z c

= = =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 

Aاگر   مثال:

 
 

= −
 
  

2 0 0

0 3 0

0 0 5

 برابر است با:  Aباشد مقدار  

A ( )=  −  = −2 3 5 30 

 ها هم با هم برابر است.اگر دو ماتریس مربعی با هم برابر باشند، دترمینان آن (۲

A B A B= → = 
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 مرتبه باشند، داریم: دو ماتریس مربعی هم Bو   Aاگر   (۳

AB BA A B= = 

 ماتریسی مربعی باشد، داریم: Aاگر   (۴
mmA A= 

nیک ماتریس   Aاگر   (۵ n   وk  :عددی حقیقی باشد، داریم 
nkA k A= 

اگر   (۶

a

A b

c

 
 

=
 
  

0 0

0 0

0 0

Aگاه: باشد آن  abc= − 

 پذیر باشد، داریم:  ماتریسی مربعی و وارون Aاگر  ( ۷

A
A

− =1 1
 

3یک ماتریس   Aاگر   مثال: Aو   3 =  را به دست آورید:   A2گاه حاصل باشد آن 5
3ماتریسی   Aدانیم  می  است پس:  3

A ( ) A= =  =32 2 8 5 40 

3ماتریسی  Aاگر   مثال: Aباشد و   3 = A، در این صورت حاصل  5 A   :را بیابید 

A A A A ( ) A= → = = =  =3

5

5 5 5 125 5 625 

Aاگر   مثال:

− 
 

= −
 
 − 

2 0 0

0 3 0

1 0 5

 را به دست آورید:   A2در این صورت   

Aتوان حاصل  ، میA2دانیم که برای محاسبه  می
 مثلثی است، پس: ماتریس پایین Aرا به دست آورد. از طرفی چون   2

A ( ) ( ) ( ) A ( )= −  −  − = − → = − =
2 22 3 5 30 30 900 

اگر  مثال: 

f

A a

e c b

 
 

=
 
  

2 0

0  را بیابید.   Aیک ماتریس اسکالر باشد دترمینان ماتریس   0

 ماتریسی اسکالر است پس:  Aچون  
f e c

a b

= = =


= =

0

2
 

 های روی قطر اصلی برابر است، یعنی:ضرب درایهبا حاصل Aو دترمینان ماتریس  

A a b=   =   =2 2 2 2 8 

Aاگر  مثال: 

 
 

=
 
  

2 3 4

0 2 3

0 1 2

 را محاسبه کنید. A3باشد حاصل  

 آوریم )چرا ستون اول؟ چون صفر زیاد داره خب!(  را با بسط برحسب ستون اول به دست می Aابتدا دترمینان ماتریس  

A ( ) ( ) ( )= − + = − − + =
2 3 3 4 3 4

2 0 0 2 4 3 0 0 2
1 2 1 2 2 3

ÂvÄ¼¹º´À »nI¹ÄHÂTvº¼UÂ¶

 

 داریم:   A3حال برای محاسبه  

A A ( )= = =
33 32 8 
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اگر   مثال:
A

A
A

 − 
=  
 

4
2

1
 را بیابید.   A−1باشد در این صورت حاصل   

 کنیم:را پیدا می A2ابتدا دترمینان ماتریس  
A

A ( ) A
A ( A ) A A ( A ) A



=
= + ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ − + = → − = → =2

2 22 2 2
2 2

2 4 4 4 0 2 0 2ÂvÄoUI¶

 

 برابر است با:   A−1حال حاصل  

A
A

− = =1 1 1
2

 

Aاگر  مثال: 

 
 

=
 
 − 

0 0 1

0 2 0

1 0 0

Aباشد حاصل   A   .را بیابید 

A ( ( ))

A A A A A

= −   − =

= = = =
3 4 4

1 2 1 2

2 16
 

Aاگر  مثال: 

− 
 

= −
 
  

2 1 1

0 1 2

0 3 4

Bو   

 
 

= −
 
  

3 0 0

0 1 0

0 0 2

Aباشند، حاصل    B+  را بیابید.   2

A

B B

A B

−
= =  =

= − → =

+ =

2

2

1 2
2 2 10 20
3 4

6 36

56

 

 

5 

 
 ح شو! ح مص 

  (0/ 25ب( نادرست ) (0/ 25در دو طرف آن )  dالف( دو خط موازی خط  

 :مکان هندسی 

ویژگی را داشته باشد عضو این مجموعه  ها یک ویژگی مشترک داشته باشند و همچنین هر نقطه که آن به مجموعه نقاطی از صفحه یا فضا که همه آن
 گوییم.باشد، مکان هندسی می

 های مهم: مکان هندسی
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5/0 

خط به یک فاصله باشند، عمودمنصف  مکان هندسی نقاطی از صفحه که از دو سر یک پاره
 خط است.  آن پاره

 
مکان هندسی نقاطی از صفحه که از دو ضلع یک زاویه به یک فاصله باشند، نیمساز آن  

 زاویه است.  

 
قرار  rثابت   ۀ به فاصل Oمکان هندسی نقاطی از صفحه که از یک نقطه ثابت مانند 

 است.  rو به شعاع  Oای به مرکز  داشته باشند، دایره

 
قرار داشته باشند، دو خط   mبه فاصله ثابت   dکه از خط    صفحهمکان هندسی نقاطی از 

 اند.  در دو طرف آن قرار گرفته mهستند که به فاصله   dراست موازی با خط  
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مکان هندسی هر یک از مجموعه نقاط زیر را مشخص کنید.  مثال:
 ( dو   dاند. )نیمساز زوایای بین دو خط  به یک فاصله dو   dنقاطی از صفحه که از دو خط متقاطع    الف(
 (  Aدر نقطه  dاند. )خطی عمود بر  مماس Aدر نقطه ثابت   dهایی در صفحه که بر خط  مرکزهای همه دایره ب(
 از آن(  rو به فاصله   dاند. )دو خط موازی با  در صفحه مماس dکه بر خط    rهایی با شعاع ثابت  مرکزهای همه دایره پ(
C(oکه بر دایره    rهایی با شعاع ثابت  مرکزهای همه دایره ت( , r)  دایرهدر صفحه این دایره مماس خارجی( .به مرکز  ای اندo  و شعاعr2  ) 

 : مقاطع مخروطی 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 ح شو! ح مص  6

( )
r ( / )

 − +  −
= = =

+2 2

4 2 3 1 5 10
2 0 5

54 3
 

(x ) (y ) ( / )+ + − =2 22 1 4 0 5 

 نیم: هر آنچه باید در مورد دایره بدا 

)Oاگر   , )    مختصات مرکز یک دایره وr  :شعاع آن دایره باشد معادله استاندارد دایره برابر است با 

 (x ) (y ) r− + − =2 2 2 

x)اگر معادله دایره به صورت    مثال: ) y+ + =2 21 باشد مطلوبست:   4
 مختصات مرکز دایره و اندازه شعاع دایره:  الف(

(x ) (y ) ( ) O( , )

r

 = −


+ + − = →  = → −


=

2 2 2

1

1 0 2 0 1 0

2

 

 ها:yها و محور  xمختصات تقاطع دایره با محور  ب( 
yها، باید در معادله دایره،  xبرای پیدا کردن مختصات تقاطع دایره با محور    قرار دهیم که در این صورت: 0=

y x x
(x ) y (x )

x x

= + = → =
+ + = ⎯⎯⎯→ + = → 

+ = − → = −

02 2 2 1 2 1
1 4 1 4

1 2 3
 

)در نتیجه نقاط   , )−3 )و   0 , )1  ها هستند.  xمحل تقاطع دایره با محور    0

1 

 هذلولی سهمی  بیضی دایره 

P بر محور سطح مخروطی عمود   صفحه 
.باشد و از رأس آن عبور نکند  

L  عمود نباشد و با   P  بر محور  صفحه 

d  نیز موازی نباشند و تنها یکی از دو   مولد 
. نیمه مخروط را قطع کند   

d موازی   P با مولد صفحه 
باشد و از رأس مخروط عبور 

.نکند  

P هر دو تکه بالایی و پایینی  صفحه 
سطح مخروطی را قطع کند و شامل 

L نباشد.   محور  

    

های دیگر حالت   

P  از رأس سطح مخروطی عبور   اگر صفحه 

P  و سطح   کند فصل مشترک صفحه 
 مخروطی تنها شامل یک نقطه است. 

P  از رأس سطح مخروطی عبور   اگر صفحه 

P  و سطح   کند فصل مشترک صفحه 
. مخروطی تنها شامل یک نقطه است   

d موازی  P با مولد اگر صفحه 
باشد و از رأس مخروط عبور کند 

P و  فصل مشترک صفحه 
.سطح مخروطی یک خط است  

P از رأس سطح مخروطی   اگر صفحه 
نی  ییعبور کند و هر دو تکه بالایی و پا

سطح مخروطی را قطع کند، فصل 

P و سطح مخروطی   مشترک صفحه 
 دو خط متقاطع است.
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xها، باید در معادله دایره،  yو برای پیدا کردن مختصات تقاطع دایره با محور    را قرار دهیم:  0=

x y
(x ) y y y

y

=
 =

+ + = ⎯⎯⎯→ + = → = → 
= −

02 2 2 2 3
1 4 1 4 3

3
 

)اط  پس نق , )0 )و   3 , )−0  ها هستند. y، محل تقاطع دایره با محور  3

xاگر   نکته: y ax by c+ + + + =2 2  معادله گسترده )ضمنی( یک دایره باشد، داریم:   0

a b
O( , )− −

2 2
 : مختصات مرکز دایره 

r a b c= + −2 21
4

2
 : شعاع دایره 

xای به صورت  معادله گسترده دایرهمثال:   y x y+ − + + =2 2 6 2 6 باشد. مرکز و شعاع دایره را بنویسید.  می 0

a b
O( , ) O( , ) O( , )

r a b c r ( ) ( ) ( )

−
− − → − − → −

= + − → = − + − = + − = =2 2 2 2

6 2
3 1

2 2 2 2

1 1 1 1
4 6 2 4 6 36 4 24 16 2

2 2 2 2

 

 در مثال فوق، معادله دایره را به صورت استاندارد بنویسید: 

O( , )
(x ) (y ) r (x ) (y ( )) (x ) (y )

r

−
→ − + − = → − + − − = → − + + =

=

2 2 2 2 2 2 23 1
3 1 4 3 1 4

2
 

xشرط دایره بودن یک رابطه ضمنی به فرم   نکته: y ax by c+ + + + =2 2 0 

   اگرa b c+ 2 2 rای به شعاع  باشد، این رابطه مربوط به دایره 4 a b c= + −2 21
4

2
و به مرکز   

a b
O( , )− −

2 2
 است. 

   اگرa b c+ =2 2 باشد، این رابطه مربوط به یک نقطه به مختصات   4
a b

( , )− −
2 2

 است. 

   اگرa b c+ 2 2  کند.ای را در صفحه مشخص نمیباشد، این رابطه هیچ نقطه 4

xرا طوری به دست آورید که   aحدود  مثال:  y x y a+ − + + =2 2 4 6 معادله یک دایره باشد.   0

a b c a a+  → +  → 2 2 4 16 36 4 13 
کنیم و سپس به کمک  پیدا می  Aبا دایره، ابتدا فاصله مرکز دایره را از نقطه    Aای مانند  برای مشخص کردن وضعیت نقطه : وضعیت نقطه با دایره

 کنیم:جدول زیر وضعیت آن را با دایره تعیین می
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Aفاصله دو نقطه  یادآوری:  AA(x , y Bو   ( BB(x , y  از هم برابر است با:  (

B A B AAB (x x ) (y y )= − + −2 2 

)Oای را بنویسید که مرکز آن  معادله دایرهمثال: , )2 )Mبوده و   3 , )1 یک نقطه از آن باشد.  1

 ، همان شعاع دایره است، پس:OMفاصله  

R OM ( ) ( )

(x ) (y )

= = − + − =

− + − =

2 2

2 2

1 2 1 3 5

2 3 5
 

   
A درون دایره است. A روی دایره است. نقطه   A بیرون دایره است. نقطه    نقطه  

OA r  OA r=  OA r  
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)Aوضعیت نقطه مثال:   , )−1 xنسبت به دایره   2 y x y+ − + =2 2 2 2 را تعیین کنید.   0
 آوریم: دست میمرکز و شعاع دایره را به

O( , )

r

−


=

1 1

2
 

 آوریم: دست میرا از مرکز دایره به Aحال فاصله نقطه  

OA ( ) ( )= − + − + =2 21 1 1 2 1 

OAچون   r   .است پس نقطه درون دایره قرار دارد 
برای مشخص کردن وضعیت یک خط نسبت به یک دایره قبل از هر چیز، ابتدا فاصله مرکز دایره از خط موردنظر را پیدا   اوضاع نسبی خط و دایره: 

 .(OH)کنیم  یم

 و اندازه شعاع دایره، داریم: OHحال با توجه به اندازه 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 یادآوری:  
   .خط مماس بر دایره، در نقطه تماس، بر شعاع دایره عمود است 

   فاصله نقطهA(x , y )0 axاز خط به معادله   0 by c+ +  برابر است با:   0=

ax by c
d

a b

+ +
=

+

0 0

2 2
 

xوضعیت خط   مثال: y+ xرا نسبت به دایره   1= y x y+ + + − =2 2 2 2 1 مشخص نمایید.   0

 آوریم: دست میابتدا مختصات مرکز دایره را به

a b
O( , ) O( , ) O( , )− − → − − → − −

2 2
1 1

2 2 2 2
 

xحال فاصله مرکز دایره را از خط به معادله  y+ − =1  آوریم:دست میبه 0

( ) ( )
OH OH /

− + − − −
= = = → = 

+2 2

1 1 1 1 1 3 3 3 2
2 1

22 21 1
 

 کنیم:مقایسه می OHشعاع دایره را به دست آورده و آن را با اندازه  

r a b c ( ) /= + − = + − − = = = 2 21 1 12 2 3
4 4 4 4 3 1 7

2 2 2 2
 

چون  
3 2

3
2

OHاست پس    r   است در نتیجه خطx y+  کند.  دایره را قطع نمی 1=

)Oای را بنویسید که مرکز آن  معادله دایره  مثال: , )−1 xو بر خط   1 y− + =3 4 3 مماس باشد.  0

 فاصله مرکز دایره تا خط داده شده برابر شعاع دایره است: 

( ) ( )
d

O( , )
(x ) (y )

r

− − +
= = =

+

−
→ − + + =

=

2 2

2 2

3 1 4 1 3 10
2

53 4

1 1
1 1 4

2

 

   

 خط  با دایره متقاطع است.  خط  بر دایره مماس است.  خط  دایره را قطع نمیکند. 

OH r  OH r=  OH r  
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xای را بنویسید که خطوط  معادله دایره  مثال: y+ xو   1= y− = xشامل قطرهایی از آن بوده و خط  3 y+ = −4 3 بر آن مماس باشد.   5

 محل تقاطع خطوط داده شده، همان مرکز دایره است: 

x y x
O( , )

x y y

+ = =  
→ → − 

− = = −  

1 2
2 1

3 1
 

 دایره تا خط مماس بر دایره با شعاع دایره برابر است: از طرفی فاصله مرکز 

( ) ( )
r

+ − +
= = =

+2 2

4 2 3 1 5 10
2

54 3
 

 در نتیجه معادله دایره برابر است با: 

(x ) (y )− + + =2 22 1 4 
 

 ح شو! ح مص  7

( / ) ( / )

O ( , ) , r− =

0 25 0 25

2 24 2 و   3

( / ) ( / )

O ( , ) , r =

0 25 0 25

1 14 1 1 

O O ( / ) r r O O r r ( / )=  −   +1 2 2 1 1 2 2 13 0 25 0 25 

 (0/ 25) .متقاطع هستند دو دایره بنابراین

 اوضاع نسبی دو دایره:  

,C(Oدو دایره   اوضاع نسبی دو دایره:  r)    وC (O , r )     المرکزین(  کند )خط خطی که مرکزهای دو دایره را به هم وصل می را در نظر بگیرید؛ اگر اندازه پاره

 باشد، داریم:    dبرابر  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  توجه شود که اگرd  مرکز خواهند بود. باشد دو دایره هم 0=

  ه  برای تشخیص وضعیت دو دایرC(O, r)   وC (O , r )  کنیم:  ؛ مراحل زیر را طی می 

 آوریم. دست میابتدا مختصات مرکز و اندازه شعاع هر دو دایره را به (۱

dالمرکزین دو دایره  سپس طول خط (۲ OO= آوریم. دست میرا نیز به 

r)در نهایت    (۳ r )+   وr r− ها را با اندازه  را نیز محاسبه کرده و آنd OO= کنیم.  مقایسه می 

x)وضعیت دو دایره   مثال: ) y− + =2 21 xو   1 (y )+ − =2 21  را نسبت به هم مشخص کنید.  1

 کنیم:  ابتدا مرکز و شعاع هر دو دایره را مشخص می

O( , )
(x ) y

r

O ( , )
x (y )

r


− + = → 

=


+ − = → 

 =

2 2

2 2

1 0
1 1

1

0 1
1 1

1

 

75/1 

  
 

  
d r r −  d r r= −  r r d r r −   +  d r r= +  d r r +  

دروندو دایره مماس   دو دایره متداخل   دو دایره مماس بیرون دو دایره متقاطع 
دو دایره بیرون هم  

 )متخارج( 
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rحال فاصله دو مرکز را به دست آورده و آن را با   r+   وr r− کنیم:  مقایسه می 

  .اند اطع دو دایره متق

OO

r r r r OO r r

r r

  =


   + = → −   + →


− =

2

2

0

 

)Oای را بنویسید که مرکز آن  معادله دایره  مثال: , )0 xباشد و با دایره به معادله   1 y x y+ − + + =2 2 8 4 16  مماس داخل باشد.   0

xابتدا مختصات مرکز و اندازه شعاع دایره   y x y+ − + + =2 2 8 4 16  کنیم: را پیدا می 0

O ( , )

r

 −

 =

4 2

2
 

 آوریم: دست میحال فاصله مرکز دو دایره را نیز به

OO = + =2 24 3 5 
rدانیم که دو دایره مماس داخل هستند، پس:  می r OO − = 

r r
r

r r

− = → =
− = → 

− = − → = −

2 5 7
2 5

2 5 3 ¡¡—

 

 بنابراین معادله دایره موردنظر برابر است با: 
O( , )

(x ) (y ) x (y )
r


→ − + − = → + − =

=

2 2 2 20 1
0 1 49 1 49

7
 

 مصحح شو!   8

 ( 0/ 25است. )  ABخط اند، عمودمنصف پاره به یک فاصله Bو   Aمکان هندسی نقاطی که از نقاط  

 ( 0/ 25است. )  CDخط اند، عمودمنصف پاره به یک فاصله  Dو    Cمکان هندسی نقاطی که از نقاط 

 ( 0/ 25محل برخورد دو عمودمنصف، جواب مسئله است. )

 ( 0/ 25شمارجواب )های ممکن: یک جواب، بدون جواب، بیحالت 

 گیرد. ها را مشخص کرده باشد، نمره کامل تعلق میآموزی با رسم شکل، جواب اگر دانش  :راهنمای مصحح

 

 

 

 

 

 »یک جواب«            »بدون جواب«     شمار جواب« »بی 
 

1 

 ح شو! ح مص  9

ˆبنا به ویژگی بازتابندگی در بیضی  ˆM M=1  باشد، داریم:  می2

( / )( / )( / )

ˆ ˆM M ( / )

ˆ ˆN M NF MFˆ ˆMF NF , MN M N

=


  =  =  =



1 2

21
0 250 250 25

0 25

Jn¼¶
 

 های آن: یگ حالا دیگه رسیدیم به بیضی و ویژ 
های بیضی هستند(، مقدار ثابتی است  کانون  Fو   F)  Fو    Fها از دو نقطه ثابت بیضی مکان هندسی نقاطی از صفحه است که مجموع فاصله آن

 است.   a2که این مقدار ثابت برابر  
 
 

MF MF a+ = 2 
 

1 

F

M

F

 2
d

N

D

A B

C
A

B C

D

M

C DA B
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AFاند. اگر  های بیضی کانون Fو   Fمطابق شکل روی بیضی و نقاط Bو    Aدو نقطه مثال:   BF  اند.  موازی   BFو AFخط باشد ثابت کنید که دو پاره   =

 
 کنیم: های بیضی وصل میرا به کانون Bو   Aنقاط  پاسخ: 

 
 روی بیضی قرار دارند پس بنابه تعریف بیضی:   Bو   Aنقطه  

AF BFAF AF a
AF BF

BF BF a

=+ =
⎯⎯⎯⎯⎯→ =

+ =

2

2 ¾ ± Fv¶ƒo 

 

AFاند، پس:  رو موازیهای روبهالاضلاع ضلع دانیم که در هر متوازیالاضلاع است و میمتوازی AFBFبنابراین چهارضلعی  BF 
Aهای بیضی هستند، ثابت کنید کانون  Fو   Fدو سر قطر بزرگ و نقاط   Aو   Aرو نقاط  در بیضی روبهمثال:   F AF  = 

 
 روی بیضی قرار دارند و بنابه تعریف بیضی داریم: Aو   Aنقطه   حل:

A F A F a

AF AF a

A F A F AF AF A F (A F FF ) AF (AF FF ) AF A F

  + =


 + =

           → + = + → + + = + + → =

2

2 

 تر از طول قطر بزرگ بیضی است.  بزرگ Fو   Fهای  از کانون Mای بیرون بیضی باشد ثابت کنید که مجموع فواصل نقطه  نقطه Mاگر  مثال: 

 
 روی بیضی قرار دارد و بنابه تعریف بیضی، داریم:  Dقطع کند، نقطه   Dکنیم تا بیضی را در نقطه  های بیضی وصل میبه کانون Mاز نقطه   پاسخ:

 DF DF a+ = 2 

 داریم:  MDFحال بنابر نامساوی مثلثی در مثلث  

 
DF

MF a

MD MF DF DF MD MF DF DF MF MF a
+

    +  ⎯⎯⎯→ + +  + → + 

2

2 

های بیضی اشعه نوری بر بدنه داخلی بیضی تابیده شود، انعکاس نور از کانون دیگر  ای باشد و از یکی از کانوناگر بدنه داخلی یک بیضی آینه  نکته:

 کند. بیضی عبور می
 

 ح شو! ح مص  10

a b c a b b b b c b ( / )

OF bˆ ˆtan B ( / ) B ( / )
OB b

ˆFBF ( / )

=  = − = − =  =

= = =  = 

 =   = 

2 2 2 2 2 2

1 1

2 4 3 3 0 25

3
3 0 25 60 0 25

2 60 120 0 25

                

1 

B

O F
AA

F

B
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 نکات بیشتر بیضی: 

 
( ) AA aOA OA a

OB OB b               BB b

OF OF c FF c

 = == = 


 • = = • = = 
 

 = = = = 

2

2

2

Âº ¼º I¨ o‰¤ ©nqM o‰¤

Âº ¼º I¨¾±‚I 

 

BF BF B F B F a   • = = = = 

a(     OBFالزاویه  )با توجه به مثلث قائم b c• = +2 2 2 
a c=    فاصله یک کانون تا دورترین رأس   +

a c=   ترین رأس   فاصله یک کانون تا نزدیک  −
  :خروج از مرکز بیضی 

مقدار    (۱
c

a
 دهیم.نمایش می eنامیم و معمولًا آن را با حرف را خروج از مرکز بیضی می 

)  . است ۱و   ۰همواره خروج از مرکز بیضی بین   (۲ e ) 0 1 

هرچه نسبت  ( ۳
c

e
a

 شود. تر میخط نزدیک شود و به عبارتی شکل بیضی به پارهتر میتر باشد شکل بیضی کشیدهنزدیک   ۱تر و به  بزرگ =

هرچه نسبت   (۴
c

e
a

 تر خواهد بود.تر باشد شکل بیضی به شکل دایره نزدیک تر و به صفر نزدیک کوچک   =

 ۴برابر  Aو   Oاز هر دو نقطه  Fمنطبق هستند و فاصله   yو  xمرکز بیضی مقابل بر مبدأ مختصات و قطرهای آن مانند شکل بر محورهای   مثال:

 دست آورید.  را به Dقطع کرده باشد مختصات نقطه   Dایم بیضی را در نقطه عمود کرده AAبر   Fاست. اگر خطی که در نقطه  

 
FOدانیم می پاسخ:   FA= = )Fبه صورت   Fاست. پس مختصات نقطه   4 , )4   Dطول برابری دارند پس مختصات نقطه  Dو   Fاست و چون نقاط   0

)Dبه صورت   , )4    .است 
 پس:  ،روی بیضی است  Dاز طرفی نقطه  

( )

DF DF a ( )

OA a OF FA a a a DF DF

+ =

= → + = → + = → = ⎯⎯→ + =
1

2 1

4 4 8 16
 

 داریم: DFFبه کمک قضیه فیثاغورس در مثلث  

DF FF DF
( DF) FF DF

DF DF DF DF

  = +
→ − = +

 + = → = −

2 2 2
2 2 216

16 16
 

OFدانیم  می OF = = FFاست، پس:   4 =  در نتیجه:  8

( DF) DF DF DF DF DF

DF

− = + → − + = + → =

→ = → =

2 2 2 216 64 256 32 64 32 192

6 6
 

                                                                                                  برابر است با:   Dپس مختصات نقطه 
                    D( , )4 6 

 قطرکوچک 
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OAدر شکل مقابل، اگر  مثال:   a= ،OB b=   وOF c=   :باشد ثابت کنیدa b c= +2 2 2 

 

BF               قرار دارد در نتیجه:  FFخط  روی عمودمنصف پاره Bنقطه  پاسخ:  BF=     (۱ ) 
 

 از طرفی فاصله هر نقطه روی بیضی از دو کانون برابر است با قطر بزرگ بیضی:

( )
BF BF a BF BF a + = ⎯⎯→ = =

12 

 داریم:  BOFحال بنابه رابطه فیثاغورس در مثلث  

OF OB BF c b a+ = → + =2 2 2 2 2 2 

 واحد است.   ۴ای قرار دارد که فاصله آن تا مرکز بیضی برابر  واحد به گونه ۶و  ۱۰روی بیضی به اقطار  Mنقطه  مثال:  
 الزاویه است.قائم MFFنشان دهید مثلث  الف(

MFهای بیضی و کانون  Fو  F)  .را بیابید MFطول   ب( MF  ) 

 

 الف(  پاسخ:

a a
a b c c

b b

= → =
→ = + → =

= → =

2 2 22 10 5
4

2 6 3
 

MO)رو است  ، میانه وارد بر یک ضلع نصف ضلع روبهMFFدر مثلث   FF )= =
1

4
2

 الزاویه است.  قائم MFFدر نتیجه مثلث   

 ب(  

MF MF a MF MF

MF MF FF MF ( MF) MF

 + = = → = −

 + = → + − = → = −2 2 2 2 2 2

2 10 10

10 8 5 7
 

و خروج از مرکز آن    ۱۶)قطر بزرگ( برابر با  AAاگر در یک بیضی طول  مثال: 
3
4

 دست آورید.  ترین کانون را بهتا نزدیک  Aباشد، فاصله رأس   

ac
c

a

=
= ⎯⎯⎯→ =

83
6

4
 

AF a c= − =  ترین کانون تا نزدیک  A: فاصله رأس   2

 است. ۶و  ۱۰در یک بیضی افقی به مرکز مبدأ مختصات، طول قطرها برابر   مثال:
 خروج از مرکز بیضی را بیابید:  الف(

a a c
a b c c e

ab b

= → =
→ = + → = → = =

= → =

2 2 22 10 5 4
4

52 6 3
 

F)ها  مختصات کانونب(  ,F)  مختصات دو سر قطر بزرگ ،(A ,A)   و دو سر قطر کوچک(B , B) دست آورید. را به 

F( , ) A( , ) B( , )

F ( , ) A ( , ) B ( , )

    
  
  − − −    

4 0 5 0 0 3

4 0 5 0 0 3
 

 مصحح شو!   11
 ( 0/ 25باشد. )با توجه به جایگاه کانون و معادله خط هادی، سهمی افقی و دهانه آن به سمت چپ می 

 
 
 
 

( / )

: A( , ) ( / )
(y k) a(x h) (y ) (x )

a AF ( / )


 − = − −  − = − −

= =

2 2

0 25

3 1 0 25
4 1 4 3

1 0 25
 

1 

x

y

2

 F

x = 4

 رأس سهمی 
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 : سهمی 
 .  سهمی مکان هندسی نقاطی از یک صفحه است که از یک خط ثابت در آن صفحه و یک نقطه ثابت غیرواقع بر آن خط در آن صفحه به یک فاصله باشند 

F

A

AF a , (a )

=


=


= =  0

Âµ¿w·¼º I¨

Âµ¿wtCn

Âº ¼º I¨ ¾±‚I 

 

MTطبق تعریف سهمی، داریم:   MF= 
   :فاصله کانون سهمی از خط هادی برابر است باFH a= 2 
  .فاصله رأس سهمی از کانون، با فاصله رأس سهمی تا خط هادی، برابر استAH AF a= = 

 معادله استاندارد )متعارف( سهمی 

)Aدر یک سهمی، اگر نقطه  , )   رأس سهمی و فاصله رأس سهمی تا کانون سهمی برابر  a :باشد، داریم  (a )>0 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 وجود دارد. x2وجود دارد ولی در معادله سهمی قائم،  y2در معادله سهمی افقی، توجه: 

 : استاندارد کردن معادله گسترده سهمی 

Axاگر معادله سهمی به صورت   Bx Cy D+ + + =2 Ayیا   0 By Cx D+ + + =2  باشد برای استاندارد کردن این معادلات، داریم: 0

   ابتدا با تقسیم کردن دو طرف معادله برA  ضریب ،x2  یاy2 بریم.  را از بین می 

  جنس به طرف دیگر معادله منتقل کرده و معادله را به صورت  عدد ثابت را به همراه متغیر غیرهمx ax by c+ = − yیا    2− ay bx c+ = − −2 
 کنیم.  تبدیل می

   طرف اول معادله را به صورت مربع کامل نوشته و عدد
a2

4
 کنیم. را به طرف دیگر تساوی اضافه می 

 گیریم.  از ضریب متغیر درجه یک در طرف دوم تساوی فاکتور می 

 سهمی افقی  
 رو به چپ  رو به راست  

 

  
y) معادله سهمی  ) a(x )− = −2 4  (y ) a(x )− = − −2 4  

x معادله خط هادی  a=−  x a= +  

)F مختصات کانون  a , ) +   F( a , ) −   

 
 سهمی قائم  
 رو به پایین  رو به بالا  

 

  
x) معادله سهمی  ) a(y )− = −2 4  (x ) a(y )− = − −2 4  

y معادله خط هادی  a= −  y a= +  

)F مختصات کانون  , a) +  F( , a) −  
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yمعادله یک سهمی به صورت    مثال: y x− + + =2 6 16 25 های متعارف تبدیل کنید.  داده شده است آن را به یکی از حالت 0

y y x

y y x (y ) x

(y ) (x )

− = − −

− + = − − + → − = − −

→ − = − +

2

2 2

2

6 16 25

6 9 16 25 9 3 16 16

3 16 1

 

)Aمعادله سهمی را بنویسید که    مثال: , )1 )Fرأس و   2 , )−1 کانون آن باشد و سپس معادله خط هادی آن را بیابید.    2

aبا توجه به جایگاه رأس و کانون این سهمی در دستگاه مختصات، سهمی رو به پایین بوده و   =  است. در نتیجه:   4

(x ) (y )− = − −21 16  : معادله سهمی  2

y =  : معادله خط هادی 6

)Aمعادله سهمی را بنویسید که    مثال: , )2 xرأس آن بوده و معادله خط هادی آن   3 = باشد.  3

 با توجه به جایگاه رأس سهمی و معادله خط هادی، سهمی افقی و دهانه آن به سمت چپ است.

aدر این سهمی              بوده و معادله آن برابر است با:   1=

 (y ) (x )− = − −23 4 2 

 دست آورید: در این سؤال، مختصات کانون سهمی را به 

F ( a , ) ( , ) ( , )=  −  = − =2 1 3 1 3 

 ها را حساب کنید.در این سؤال، مختصات محل برخورد سهمی با محور طول 

( , )= −
1
0

4
yها  محل برخورد با محور طول

(y ) (x ) x
=

− = − − ⎯⎯⎯→ = − →
02 1

3 4 2
4

 

yسهمی    مثال:  x= −2 4 کنیم، معادله دایره را بنویسید و سپس مختصات  ای رسم میواحد دایره  ۳مفروض است. به مرکز کانون سهمی و به شعاع    4
نقاط برخورد دایره و سهمی را بیابید. 

x

A( , )

y (x ) a

F( , )

y x
(x ) y x x

y x x






= − → =



 = −
− + = → → =  ⎯⎯⎯→ =

 = − + +

2

2
12 2

2 2

1 0

4 1 1

2 0

4 4
2 9 3 3

4 5

 

M( , )

M ( , )




 −

3 2 2

3 2 2
 : مختصات نقاط برخورد 

روی سهمی وصل کرده و امتداد    Mبه نقطه دلخواه    Fرسم شده است. از کانون    dو خط هادی    Fو کانون    Aرو سهمی با رأس  در شکل روبهمثال:  

ایم. ثابت کنید  عمود کرده dرا بر   M ،MTقطع کند و از نقطه Nرا در  dایم تا خط  داده
FN NT

FA TH
=
2

 

MFبنابه تعریف سهمی   روش اول: MT=   است پس مثلثMFT الساقین است: متساوی 

                                                                                           ˆ ˆMTF TFM=       (۱ ) 

FHاز طرفی بنابه خطوط موازی   MT   و موربFT  شود:نتیجه می   

                                                                                           ˆ ˆMTF TFH=      (۲ ) 

 :داریم FHNنیمساز است، حال بنابه قضیه نیمساز در مثلث  TFشود که  ( نتیجه می۲( و )۱از )

 

FH FANF NT NF NT NF NT

FH TH FA TH FA TH

= 
= ⎯⎯⎯⎯⎯→ = ⎯⎯→ =

2 2 2
2
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FHدانیم می روش دوم: MT   است لذا با توجه به قضیه تالس در مثلثNHF :داریم ، 

FH FA

MT MF

NM NT

NF NT NF NTMF TH

FA TH FA THMT NM NF NM

FH NF FH MF

= 

=


= 

⎯⎯⎯⎯⎯→ = ⎯⎯→ =
= ⎯⎯⎯⎯→ =


2 2 2
2

 

 

 باشد فاصله کانونی آن برابر است با:   hو عمق )گودی( آن برابر   b2اگر قطر دهانه یک دیش مخابراتی برابر   نکته:
  
 

                                                                                                                                       b

h
=

2

4
 فاصله کانونی  

 
 

دست  واحد مفروض است فاصله کانونی این دیش را به  ۹واحد و گودی )عمق(    ۶۰ای به قطر  در یک دیش مخابراتی به شکل سهموی با دهانه دایرهمثال:  
آورید.  

b bb
a ,

h h

( )
a

= → =
= 

=

= =


2

2

2 60 30

4 9

30
25

4 9

 

 

 مصحح شو!   12

x x y x x y

x x y (x ) (y ) ( / )


− + = ⎯⎯→ − + =

 − + = − + +  − = − −

22 2

2 2

3
2 4 3 4 2 2

2

3 3
2 1 2 1 1 2 0 25

2 2

 

: A(h,k) A( , )

a a




− = −  =


1 2

3 3
4

2 8

 

F(h, a k) F( , ) ( , ) ( / )− +  − + =
3 13

1 2 1 0 25
8 8

 : کانون

y a k ( / )= + = + =
3 19

2 0 25
8 8

 : خط هادی 

 

75/0 

 ح شو! ح مص  13
 

 نمره( 0/ 5)رسم نمودار، 
 

 

5/0 

 مصحح شو!   14

)پ(                          (0/ 25) درست نا(                ب( 0/ 25)  الف(  / ) ( , , )0 25 3 0 )ت(                      0 / )0 25 120 

1 

 ح شو! ح مص  15

 باشد، داریم:  bو aزاویه بین دو برداراگر 
a , b

( / )

( / )

( / )

a.b a b cos cos ( / )

a b

 



=   = ⎯⎯⎯⎯→  =


⎯⎯⎯→  =  ⊥

0 0
0 25

0 25

0

0 25

0 0 0 0 25

2

 

1 

x

y

 رأس سهمی 
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 خواص بردارها:  

 جهت باشند. اندازه و همرا مساوی )همسنگ( گوییم هرگاه هم bو   aدو بردار مساوی )همسنگ(: دو بردار ( ۱

aطول هر برداری مانند   (۲ (a ,a ,a )= 1 2  برابر است با:  3در   3

a a a a= + +2 2 2
1 2 3  

aجمع و تفاضل دو بردار   (۳ (a ,a ,a )= 1 2 bو   3 (b ,b ,b )= 1 2  برابر است با:  3

a b (a b ,a b ,a b ) =   1 1 2 2 3 3 

Aاگر   (۴ (x , y ,z )= 1 1 Bو   1 (x , y , z )= 2 2  دو نقطه در فضا باشند:   2

AB B A (x x , y y , z z )

AB (x x ) (y y ) (z z )

 = − = − − −


 = − + − + −

2 1 2 1 2 1

2 2 2
2 1 2 1 2 1

 

aاگر   (۵ (a ,a ,a )= 1 2  برداری در فضا باشد، بردار قرینه آن برابر است با:   3

a ( a , a , a )− = − − −1 2 3 

 برابر است با: aدر بردار   rضرب  ، حاصلrبرای هر عدد حقیقی   (۶
ra r(a ,a ,a ) (ra , ra , ra )= =1 2 3 1 2 3 

 رها:خواص جمع بردا (۷

a b b a

a (b c) (a b) c

a ( a) ( a) a o

• + = +

• + + = + +

• + − = − + =

 

a o o a a

r(a b) ra rb

(r s)a ra sa

(rs)a r(sa)

• + = + =

• + = +

• + = +

• =

 

(r  قدرمطلق ،r است.         )  b ra b r a• = → = 

 بردارهای یکه محورهای مختصات:(  ۸

i ( , , )

j ( , , )

k ( , , )

 = →



= →


= →

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 

aهر بردار مانند  (  ۹ (a ,a ,a )= 1 2  بیان کرد. kو   i   ،jتوان به صورت ترکیبی از بردارهای یکه را می 3

a (a ,a ,a ) a i a j a k= = + +1 2 3 1 2 3 

aطول بردار  مثال:   ( , , )= −0 3  دست آورید. را به 4

a x y z ( )= + + = + − + = =2 2 2 2 2 20 3 4 25 5 

aاگر  مثال:  ( , , )= −1 2 bو   1 ( , , )= −0 2 aباشد طول بردار   1 b−2 دست آورید. را به 

a b ( , , )

a b

− = −

− = + + = =

2 2 2 1

2 4 4 1 9 3
 

)Aنقاط    مثال: , , )3 1 )Bو   2 , , )−3 2  مفروضند. 3در   2
 دست آورید. را به ABخط  طول پاره الف(
 را بنویسید.   ABخط  معادلات مربوط به پاره ب(

 الف(  حل:

AB ( ) ( ) ( )= − + − − + − =2 2 23 3 2 1 2 2 3 

هابردار یکه در جهت محور طول  

هاارتفاع بردار یکه در جهت محور  

هاعرضبردار یکه در جهت محور   
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 ب(  

x

y

z

=

−  


=

3

2 1

2

 

aاگر   مثال: i j k= + −3 bو   2 ( , , )= −3 1 rو   1 = rbباشد، بردار   2 a− دست آورید. را به 
a ( , , )

rb a b a ( , , ) ( , , ) ( , , )

= −

− = − = − − − = −

3 2 1

2 6 2 2 3 2 1 3 0 1
 

bو طول بردار   a−2  :را اگر بخواهیم 

b a− = + + =2 9 0 1 10 

 : ضرب داخلی 

aاگر   (a ,a ,a )= 1 2 bو    3 (b ,b ,b )= 1 2 نمایش داده و به صورت    a.bرا با نماد    bدر    aباشند در این صورت ضرب داخلی    3دو بردار در    3
 کنیم: زیر تعریف می

a.b a b a b a b= + +1 1 2 2 3 3 
  :چند رابطه مهم 

 ها باشد در این صورت، داریم:زاویه بین آن دو بردار و  bو   aاگر   (۱

a .b
cos

a b
 = 

 توان نتیجه گرفت که:  از این رابطه می

   اگر دو بردارa   وb جهت باشند، داریم: با هم موازی و هم a .b a b= 

   اگر دو بردارa   وb جهت باشند، داریم: با هم موازی و غیرهم a.b a b= − 

   اگر دو بردارa  وb  :بر هم عمود باشند، داریم a .b =0 

a.b   شوارتز:  نامساوی کشی( ۲ a b 

aدر اینجا منظور از   توجه:  .b قدرمطلق مقدار ،a.b   .است 

 اثباتشو هم ببین: 

a.b a b cos a b cos=  =  

cosدانیم که  می 1   :است پس 

a.b a b 

aبردارهای  مثال:   ( , , )= −2 1 bو   2 ( , , )= −1 1  دست آورید. را به bو  aرا در نظر بگیرید. زاویه بین دو بردار   0

a .b

a .b
a cos

a b

b


= + + =




= →  = = = = →  = 

 =


2 1 0 3
3 1 2

3 45
23 2 2

2

 

aرا چنان بیابید که دو بردار  mمقدار    مثال: ( ,m, )= −2 bو   1 (m , , )= +1 3  بر هم عمود باشند.   2

a b a.b (m ) m m⊥ → = → + + − = → =0 2 1 3 2 0 0 

 :خواص ضرب داخلی 

a.b جایی دارد.خاصیت جابه bو   aضرب داخلی دو بردار  ( 1 b.a= 

a.(b پذیری دارد. ضرب داخلی بردارها خاصیت توزیع  (2 c) a.b a.c =  

a.a ضرب داخلی هر بردار در خودش برابر است با:  (3 a=
2 

4  )a .o o.a= =0 
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 امکان حذف در ضرب داخلی بردارها برقرار نیست به عبارت دیگر:  (5

a.b a.c=  b c= 

 داریم: kو   i ،jبرای بردارهای   (6

i . j j.k k. i

i . i j. j k.k

 = = =


= = =

0

1
 

 اتحادها: ( 7

a b a b a .b

(a b).(a b) a b

a b c a b c a .b b.c c.a

 = + 

+ − = −

+ + = + + + + +

2 22

22

2 22 2

2

2 2 2

 

aبا این ویژگی که    3و    2و    1های  ترتیب با طولبردارهایی باشند به  cو    bو    aاگر    مثال: b c o+ + a.b، مقدار عددی عبارت  = b.c c.a+ + 
 دست آورید.  را به

a b c o a b c (a .b b.c c.a)

(a .b b.c c.a) (a .b b.c c.a)

+ + = → + + + + + =

→ + + + + + = → + + = −

2 22 2 2 2 0

1 4 9 2 0 7
 

 

 مصحح شو!   16

( / ) ( / )( / )

( / )
( / )

u a b ( , , ) ( / )

v c b ( , , ) v , u.v

u.v
u v u ( , , )

v

= + =

= − = − = = = −

 =  = −

0 25 0 250 25

2

0 25
0 25

111 0 25

2 3 4 0 5 1

3 4
0

25 25

 

 ها:تصویر قائم بردار 

 شود: به صورت زیر تعیین می bبر امتداد بردار   aبردار تصویر قائم  

a .b
a rb b

b

 = =
2

 

aتصویر قائم بردار   مثال: ( , , )= −2 1 bرا بر امتداد بردار  2 ( , , )= −1 1  بیابید.   0

a .b ( )( )

b ( )

=  + − − +  =

= + − + =2 2 2

2 1 1 1 2 0 3

1 1 0 2
 

a .b
a b ( , , ) ( , , )

b

 = = − = −
2

3 3 3
1 1 0 0

2 2 2
 

aاگر   مثال: ( , , )= −1 3 bو   4 ( , , )= −3 4 cو   2 ( , , )= −1 1 bبر امتداد   aگاه تصویر قائم بردار  باشند، آن 4 c+ دست آورید.  را به 

b c ( , , )

a .(b c)
a (b c) ( , , )

(b c)

+ = −

+
 = + = −

+
2

2 3 6

35
2 3 6

49
 

aسه بردار  مثال:   i j k= + −2 bو   3 i k= cو   + ( , , )= 0 2  را در نظر بگیرید:  1

 را بیابید.   cosباشد،   برابر با   bو   aزاویه بین دو بردار  اگر الف( 

bبر   aتصویر قائم بردار  ب( c− دست آورید. را به 

1/5 
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 الف(   :حل

a ( , , ) a .b
cos

a bb ( , , )

= −
→  = = =

=

2 3 1 1 1

14 2 2 71 0 1
 

 ب(

d b c ( , , )

a .d
a d ( , , )

d

= − = −

 = = − −
2

1 2 0

4
1 2 0

5
 

 

 ح شو! ح مص  17

              
( / ) ( / )

( / )

i j k

u a j ( , , ) , u b i j k , u b= − = − −  = − − = − + +  =

−0 25 0 25

0 25

2 11 2 1 1 7 5 75

1 2 3

 

S ( / )=
5 3

0 25
2

 

 : ضرب خارجی 

aاگر   (a ,a ,a )= 1 2 bو    3 (b ,b ,b )= 1 2 aرا با نماد    bو    aدو بردار باشند، ضرب خارجی    3 b   کنیم:  دهیم و به صورت زیر تعریف می نمایش می 

i j k
a a a a a a

a b a a a i j k
b b b b b b

b b b

(a b a b ,a b a b ,a b a b )

 = = − +

= − − −

2 3 1 3 1 2
1 2 3

2 3 1 3 1 2
1 2 3

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1

 

   :چند رابطه مهم 

aها باشد اندازه بردار زاویه بین آن دو بردار غیرصفر و   bو   aاگر  ( 1 b  :برابر است با 

a b a b sin =  

 توان نتیجه گرفت که: از این رابطه می

  اگر دو بردار غیرصفرa   وb   :با هم موازی باشند، داریم a b =0 

  اگر دو بردار غیرصفرa   وb  :بر هم عمود باشند، داریم a b a b = 

aشود برابر است با:  ساخته می bو   aالاضلاعی که توسط دو بردار غیرصفر  مساحت متوازی( 2 b 

aشود برابر است با:  ساخته می bو   aمساحت مثلثی که توسط دو بردار غیرصفر    (3 b
1
2

 

 گاه رابطه مقابل )اتحاد لاگرانژ( برقرار است: دو بردار غیرصفر باشند آن bو   aاگر   (4

( )a b (a .b) a b + =
22 2 

aطوری که مفروضند به bو   aدو بردار    مثال: = bو   6 = aدرجه است مقدار عبارت   30ها و زاویه بین آن 4 b2  .را محاسبه کنید

a b a b sin ( )( )( ) =  = =
1

2 2 30 2 6 4 24
2

 

aطوری که مفروضند به bو   aبردارهای  مثال: = bو   3 = aو   26 b = را محاسبه کنید.   a.b. مقدار  72

 روش اول: 

a b a b sin sin sin cos

a .b a b cos ( )

 = → =   →  = →  = 

=  =    = 

12 5
72 3 26

13 13

5
3 26 30

13

 

1 
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 روش دوم:  

( )a b (a .b) a b ( ) (a .b) ( )

(a .b) ( ) ( ) (a .b)

 + = → + = 

→ =  − = → = 

22 2 2 2 2

2 2 2

72 3 26

3 26 72 900 30

 

aبا هم موازی هستند اگر و فقط اگر   bو   aثابت کنید: دو بردار غیرصفر   b =0 

a b o a b o a b sin =   =   =0 

aدانیم که  می 0   وb 0  :است پس 

sin a b
 =

 =  
 = 

0
0 

a.bو   6و  4ترتیب  به bو   aاگر طول بردارهای   مثال: دست آورید.  را به  bو   aباشد، مساحت مثلث بناشده توسط دو بردار   12=

a .b
cos

a b


 = = = → =



12 1
4 6 2 3

 

 روش اول: 

S a b a b sin =  =  =    =
1 1 1 3

4 6 6 3
2 2 2 2

 

 روش دوم: 

( )a b (a .b) a b a b ( ) ( )

a b

S a b

 + = →  + = 

→  =

=  = =

22 22 2 212 4 6

12 3

1 12 3
6 3

2 2

 

aدست آورید که توسط دو بردار  الاضلاعی را بهمساحت متوازی  مثال: ( , , )= 3 2 bو   1 ( , , )= 2 0 آید. وجود میبه 1

S a b

i j k

a b i j k ( , , )

S a b ( ) ( )

= 

 = = − − = − −

=  = + − + − =2 2 2

3 2 1 2 4 2 1 4

2 0 1

2 1 4 21

 

 : خواص ضرب خارجی 

توان نتیجه گرفت که بردار حاصل از ضرب خارجی  عمود است بنابراین می  bو    a، برداری است که بر هر دو بردار  bو    aضرب خارجی دو بردار    (1
 دو بردار، بر صفحه شامل آن دو بردار نیز عمود است. به عبارت دیگر: 

 

a b a a.(a b)

a b b b.(a b)

  ⊥ →  =

 ⊥ →  =

0

0
 

 

 داریم:  kو   i  ،jبرای بردارهای  ( 2

i j k i k j

j k i k j i

k i j j i k

  =  = −
 
 
 =  = − 

 
 =  = −  

 

 گاه: عددی حقیقی باشد، آن rاگر   (3

r a b r(a b) a rb =  =  
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 داریم:  cو   a  ،bبرای سه بردار   (4

a (b c) a b a c

(a b) c (a c) (b c)

   =   


  =   

 

5)  a a o = 

6)  a b b a = −  
 امکان حذف در ضرب خارجی بردارها برقرار نیست به عبارت دیگر:  (7

a b a c =   b c= 

iباشند، حاصل   3بردارهای واحد در   kو   i  ،jاگر  مثال:  .( j k) دست آورید. را به

i .( j k) i .(i ) i = = =
2

1 

aبردارهای  مثال: ( , , )= −2 1 bو   2 ( , , )= −1 1 پیدا کنید.   bو   aرا در نظر بگیرید. برداری عمود بر دو بردار   0

aدانیم که بردار  می b  بر هر دو بردار ،a   وb ها( عمود است، پس:  )و همچنین بر صفحه شامل آن 

i j k

a b i j k ( , , ) = − = + − = −

−

2 1 2 2 2 2 2 1

1 1 0

 

aسه بردار  مثال:   ( , , )= 2 3 bو   1 ( , , )= −1 1 cو    0 ( , , )= −2 1 aمفروضند. برداری عمود بر دو بردار   2 b+   وc دست آورید. را به

aبرداری عمود بر دو بردار   b+   وc   :برابر است با(a b) c+  

a b ( , , )

c ( , , )

i j k

(a b) c i j k ( , , )

+ =

= −

+  = = − + − = − −

−

1 4 1

2 1 2

1 4 1 9 4 7 9 4 7

2 1 2

 

 دست آوردن مساحت آن مثلث به کمک ضرب خارجی، داریم:  اگر مختصات سه رأس از مثلثی را در اختیار داشته باشیم برای بهنکته: 

ABC

AB AC

S BA BC

CA CB









= 






1
2

1
2

1
2

 

Aاگر  مثال:   ( , , )= −1 2 Bو    0 ( , , )= −1 0 Cو    1 ( , , )= −0 1 را با استفاده از ضرب خارجی   ABCباشند، مساحت مثلث    ABCسه رأس مثلث    1
دست آورید. بردارها به

AB B A ( , , )

AC C A ( , , )

i j k

AB AC i j k ( , , )

= − = − −

= − = −

 = − − = − − − = − − −

−

2 2 1

1 3 1

2 2 1 5 3 4 5 3 4

1 3 1

 

Sدانیم که مساحت مثلث موردنظر از رابطه  می AB AC= 
1
2

 آید، پس:دست میبه 

AB AC

S AB AC

 = + + = =

=  =  =

25 9 16 50 5 2

1 1 5 2
5 2

2 2 2

 

 



 

29 
 

 مصحح شو!    18

a.b a b cos ( / ) cos cos ( / )=   =      =
3

0 25 12 10 2 0 25
5

 

( )حاده استsin ( ) ( / ) = − =23 4
1 0 25

5 5
 

a b a b sin ( / ) =  =   =
4

2 10 16 0 25
5

 

1 

 مصحح شو!    19

( / )

b ( , , )
b c ( , , ) ( / )

c ( , , )

V a.(b c) ( , , ).( , , ) ( / )

 = −
  = − − −

= −

=  = − − − =

0 25

110
2 2 3 0 5

2 1 2

2 3 1 2 2 3 13 0 25
 

  :السطوححجم متوازی 

 شود برابر است با:  ساخته می cو   a  ،bالسطوحی که توسط سه بردار غیرصفر  حجم متوازی
 

V(      .علامت قدرمطلق است ) a.(b c)=  

 

شده توسط این سه بردار برابر صفر است به عبارت  السطوح ساختهگاه حجم متوازیدر یک صفحه قرار داشته باشند، آن  cو    a  ،bاگر سه بردار    نکته:

 گاه داریم:  در یک صفحه قرار داشته باشند آن cو   a  ،bدیگر اگر سه بردار  

a.(b c) =0 

a.(bعکس این نکته نیز درست است، یعنی اگر   c)  در یک صفحه قرار دارند.   cو   a  ،bگاه سه بردار  باشد آن 0=

)aرا طوری تعیین کنید که سه بردار   mمقدار    مثال: , , )−2 1 3  ،b( ,m, )−0 )cو   1 , , )−1 2  در یک صفحه باشند.   3

a .(b c) m

( m ) ( )( ) ( m) m m m m

−

 = → − =

−

→ − − − + + − = → − + − = → = → =

2 1 3

0 0 1 0

1 2 3

2 3 2 1 0 1 3 0 0 6 4 1 3 0 3 3 1
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